TÌM SỐ HẠNG TỎNG QUÁT CỦA DÃY SỐ 
BẢNG PHƯƠNG PHÁP SAI PHÂN 

I-Phương trình sai phân bâc nhất: 

Tìm số hạng tổng quát của dãy số? 


_ _ ^ ’ x,=const 

©Dạng 1: Cho dãy số {x n } : 


aX n+l + bx n =0 




( b) 


r b) 

2 

r b3 

o 

o 

x n = 

— 

■ x n ! = 

— 

■ X n-2 = .= 

— 



L a) 


1 a) 


1 a) 


Từ công thức truy hồi ta có : 

Khi đó công thức tổng quát (CTTQ) của dãy số đuợc xác định bởi: x n = x 0 . 
iVThí dụ : Cho dãy sổ {x n } đuợc xác định bởi: I 


-*0 

Í--T 

V a) 


\x ữ =5 


k +1 -3v„ = 0 , VneO 


Tìm số hạng tổng quát của dãy sổ. 

Giải: Từ công thức truy hồi ta có : x n = 3x n _! = 3 2 x n _ 2 = .= 3"x 0 hay x n = 5.3" 


©Dạng 2: Cho dãy số {x n } : J ’ 

Ư 

r 9 

r-p Ạ A 1 , A _ r . 9 -| IV 


0 . . với p (n) là đa thức bậc k của n. 

ax n+l + hx„ = P k (n) 

Tìm số hạng tổng quát của dãy số ? 

. 9 . ^ ^ Ịy 

Giải: Xét phuong trình đặc trung : aĂ + b = 0<^ Ă = -— . 

a 

Đối với dạng này ta xét thêm một giá trị X* gọi là nghiệm riêng của phuong trình sai phân. 
Khi đó số hạng tổng quát của dãy đuợc xác định bởi : x n = C.Ẳ" +x* n . Trong đó nghiệm 
riêng x* n đuợc xác định nhu sau : 

♦> Neu a + b ^ 0 thì nghiệm riêng x* n = Q k {n) thay vào phuong trình ta đuợc: 

a.Q k (n +1) +b.Q k (rì) = P k (rì) . Đồng nhất hệ số ta tìm đuợc Q k (n ). 

♦> Nếu a + b = 0 thì nghiệm riêng x n = n.Q k (n) thay vào phuơng trình ta đuợc: 
a(n + l).Q k (n + 1 )+bn.Q k (n) = P k (n) . Đồng nhất hệ số ta tìm đuợc n.Q k (n) . 


Thí dụ 1: Cho dãy sổ {x n } : 


x 0= 7 


X . -2x =3n +4n + 5 , VneQ. 


.Tìm Số hạng tổng quát x n 


Giải: Xét phuong tình đặc trung Ã- 2 = ()<=> Ã = 2. 

Tacó:a + b = l- 2 = -1^0 nên nghiệm riêng pt có dạng : X* = an 2 +bn+c. Thay X* vào 
pt, tađuợc : a(n + Y) 2 +b(n + Y) + c-2an 2 -2bn-2c = 3n 2 +4n + 5 
<=> —an 2 +(2a—b)n + a + b — c = 3n 2 +4/7 + 5. 

Đồng nhất hệ số hai vế ta đuợc : 


-a = 3 
2a-b = 4 -£>< 
a+b-c =5 


a = — 3 
b = -10 
c = -18 


x* n = -3 n -10/7-18 


a + D-c = D [C = -IỒ 

CTTQ của số hạng trong dãy : x n =c.2" -3n 2 -10/7-18. 

Từ x 0 =7 =>c-18 = 7=>c = 25. Suyra = 25.2" -3/7 2 -10/7-18 . 


'ỉVThí dụ 2: Cho dãy số {x n } : 


1*0= 5 


k + l- X „= 4 « + 5 > V/7GŨ. 


. Tìm CTTQ của x n . 


Giải: Xét phuong trình đặc trung Ầ-l = 0<=>Ầ = ỉ. 
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Tacó:a + b = l- l= 0 nên nghiệm riêng của pt có dạng X* = n(an+b) = an 2 +bn. X* vào pt, 
ta được : a(n + l) 2 +b(n + l) — an 2 —bn = 4n + 5. 


<=> 2an + a + b = 4n + 5. 


Đồng nhất hệ số hai vế ta được : 


J 2ữ = 4 ịa = 2 
\a + b = 5 \b = 3 


=> X* = 2n 2 + 3 n. 


SỐ hạng tổng quát của dãy có dạng : x n =c + 2/7 2 + 3/7. 
Từ x 0 =5=>c = 5. Suy ra x n =2n 2 +3n + 5. 


©Dạng 3: Cho dãy sổ {x n } 


ị X 0 

[ax n+1 +bx n =d [d = const) , VneO. 


Khi đó số hạng tổng quát của dãy số là : 


Í--T 

V a) 



í b ) 

n 

d 


-1 


V a) 



7 /7 


a 


-1 


.V a, 



x n = x 0 + nd 


neu a + b + o. 


neu a+b = 0 . 


1 * 0=5 

\ X n + X~ X n = 6 . V/7GŨ . 


. Tìm CTTQ của x n . 


iVThí dụ 1: Cho dãy số {x n } : j ; 

Giải: Từ công thức truy hồi ta có : 

x n = x n _ị + 6 = x n _2 + 2.6 = x n _ 3 +3.6 = . = x 0 + 6n hay x n = 6n + 5. 

iVThí dụ 2: Cho dãy sổ {x n } : \ x ° - J , . Tìm CTTQ của x n 

U + i-8*„=4 , Vneũ 

Giải: Từ công thức truy hồi, ta có : 

x n = 8 *«-i +4 = 8 ( 8 x „_2 + 4) + 4 = s 2 .x n _ 2 +4(8 + 1) = s 2 .x n _2 + 4. — 

Suy ra x n =3.8”+^.(8"-l) = ^-.8'’ 


. = 8".x 0 +4. 


8 " -1 
8-1 


La A n =j.o -r-yo -íỊ = —.o 

©Dạng 4: Cho dãy số (x n Ị : ị ( 

[a. 


. Tìm CTTQ của x n . 

ax n+1 + bx n = d.a" , V /7 e O 


Giải: Xét phưong trình đặc trưng : aĂ+b = 0<=> Ả = -- = q. 

a 

♦♦♦ Neu Ả + a thì nghiệm riêng của phương trình x* n = c.a" thay vào pt, ta được : 


a.c.a +b.c.a" = d.a" <=> c = 


d 


aa+b 


* da da I , , x 

• x n = ——— = —r [do b = -qa). 

aa + b a[a-q) 

da 


SỐ hạng tổng quát của dãy : x n = c v q" +x* n = c v q" + 


(a-q) 


a 


J _ n n 

n | d a —q 
a a-q 


r|-i' d d d Ị. d a .. d a 

lư x 0 =c l -ị — --=>Cj=x 0 ----=>x n = x 0 ---- .q -ị————- = x 0 .q + — 

a[a-q ) a[a-q ) ^ a[a-q)) a[a-q) a a 

♦> Neu À = a thì nghiệm riêng của phương trình x* n = cna n thay vào pt, ta được : 

ac[n + \)a n+i +bcna" = da" oc = — --— = —--= — [do q = a ) 

a[n + \)a + bn a[n + Y)a-aqn aq 
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7 _ /7 1 _/ 7—1 

p * CIĨICỊ dnq 

Suy ra x n = -—— = -—-—. 

aq a 

số hạng tổng quát của dãy : x n = c v q n +x* n = c v q + clri ^- —. 

a 

m\ „ dnq" 1 

ỉứ Xo = C 1 =>x„ =x ữ .q + ——. 

' d q n -a n 

Vậy từ trên ta có : x n = x 0 .q" + - 


a q-a 
d 


neu q + a 


.nq 


n —1 


neu q = a 


iVrhí dụ 1: Cho dãy số {x n } : \ x ° _ _ . Tìm CTTQ của x n . 

\x n+l -3x„=2.5 n , VneQ 

_ I) ^ , , 

Ta có : À = q = -- = 3 ; d = 2 ; a = 5. Vì q^a nên ta có sô hạng tông quát của dãy sẽ là : 

a 

1 n n rv n on c n 

.. n , U q ^ c /1 0/7 . rn 

x n =x ữ .q +-■ - = 5.3 +2,—— = 4.3 + 5. 

q-a 3-5 

ị X, =2 

iVThí dụ 2 Cho dãy {x n } : \ 0 _ _ . Tìm CTTQ của x n . 

Ịx „+1 - 3x n = 5.3" , V /7 e 0 

Ta CÓ: Ầ = q = -- = 3 ; a = 3 ; d = 5. Vì q = a nên ta có sô hạng tông quát của dãy sẽ là : 
x n = x ữ .q" + — .nq nì =2.3" + 5/7.3"-' = (5/7+ 6).3"-'. 


©Dạng 5: Cho dãy số {x n }: <r° . . Xác định 

[ax n+l + bx n = dịCt" + d 2 a 2 +.+ d k a" (1) , Vn e □ 

SÔ hạng tổng quát của dãy trên. 

Gọi X*' là nghiệm riêng của phuơng trình ax n+l +bx n = d 2 a[' 
x* n 2 là nghiệm riêng của phuơng trình ax n+ J + bx n = d 2 a" 


x* n k là nghiệm riêng của phuơng trình ax n+ỉ +bx n = d k a n k . 

Khi đó nghiệm riêng của phuơng trình (1) sẽ là x* n = X*’ + x* 2 +....+ x* n k . 

Khi đó sổ hạng tổng quát x n = C.Ẫ" + X* 


V a) 


iVThí dụ: Cho dãy {x n } : 


x 0 =2 


. Tìm CTTQ của x n . 

|x n+1 -2x„ =3.2" +5.7" (*) , Vneũ . 

Giải: Xét phuơng trình đặc trung : Ấ-2 = 0<=>Ầ = 2. 

♦> Do a,=Ã nên nghiệm riêng X* 1 = d,n.2 n , thay vào phuong trình, ta đuợc : 


d t (n +1).2" +1 - 2d 1 n.2 n = 3.2" => d 1 = ị => x n l = 3/7.2"-'. 

❖ Do a 2 *Ă nên nghiệm riêng X* 2 = d 2 .T , thay vào phuơng trình, ta đuợc : 

d 2 .l -2d 2 .l" = 5.7" => d 2 = 1 => x; 2 = 7" . 

SỔ hạng tổng quát x„ = C.2" +X* 1 +x* 2 = C.2" +3/7.2"-' +7" 
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Từ x 0 =2=>c + l = 2=>c = l. Suy ra x n = 2" + 3n.2" 1 + 7". 

©Dạng 6 : Cho dãy số {x n } : <r° Tìm CTTQ của x n . 

[ ax n .I + bx n = P k (n) + da" , VneO 

Ta gọi X * 1 là nghiệm riêng của ax n+l +bx n = P k (n) 

X * 2 là nghiệm riêng của ax n+ì +bx n = da". 

Công thức tổng quát của dãy số được xác định là x„ = C.Ả" +X * 1 + X* 2 . 

Từ giá trị của x 0 ta tìm được giá trị c. 

☆Thí dụ: Cho dãy số {x n } : í _ . Tìm CTTQ của x n . 

[x n+ 1 -5x H = 3n + 2 + 2.3" , \/neũ 

Giải: Xét Phương trình đặc trưng : Ắ-5 = 0<^Ắ = 5. 

. ,1 3 11 

Gọi X * 1 là nghiệm riêng của phương trình x „ +1 - 5x„ = 3n + 2 => xl l =-^n-^ . 

X * 2 là nghiệm riêng của phương trình x n+1 -5x„ = 2.3" => X * 2 = -3". 

r , t 3 11 

Sô hạng tông quát của dãy cho bởi: x n = C.Ầ" + X* = C.5" ~-n-^--3 n . 

4 16 

„, 11 75 75 3 11 

Từ x 0 = 3=>c-t4-1 = 3=>c = t4. Suy ra X = 7 ^. 5 " -77 -3". 

0 16 16 "16 4 16 

II-Phương trình sai phần bâc hai: 

©Dạng 1: Dạng thuần nhất và có phương trình đặc trưng bậc hai tồn tại nghiệm thực. 
Cho dãy số {x n } : Ị*°’ . Tìm CTTQ của x n . 

[ ax n +2 + bx n+l + cx n = 0 , \/n e ữ 

Xét phương trình đặc trưng aĂ 2 +bĂ+c = 0 ( 1 ). 

♦♦♦ Phương trình (1) có nghiệm Ấj ;Ấ, (Ậ ^/t 2 )thì số hạng tổng quát có dạng : 

x n = c l .Ằ l " +C 2 .Ằ^. Từ x 0 ; Xi ta tìm được Ci và c 2 . 

♦♦♦ Phương trình (1) có nghiệm Ă l =Ả 2 =Ă thì số hạng tổng quát có dạng : 
x n = (Cj +nc 2 ).Ả n . Từ x 0 ; Xị ta tìm được Ci và c 2 . 

iVThí dụ 1: Cho dãy {x n j : | x ° ~ 2, x ' ~ 5 ' Tìm CTTQ của x n . 

u + 2 =5v n+ 1 -6x„ , VneCU 

Giải: Xét phương trình đặc trưng ẩ 2 -5ẩ + 6 = 0<=>/L 1 =2vấ,=3. 

Số hạng tổng quát của dãy có dạng x n = c v 2" +c 2 . 3". 



☆Thí dụ 2: Cho dãy {x n } : 0 ’ ; ■ . Tìm CTTQ của x n . 


Giải: Xét phương trình đặc trưng Ă 2 - 4Ă + 4 = 0 <=> \ 2 = 2. 
Số hạng tổng quát của dãy có dạng x n = (c, +nc 2 ).2 ". 



©Dạng 2: Dạng thuần nhất và phương trình đặc trưng vô nghiệm thực. 
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Cho dãy sô {x n Ị : I 


v 0 ’ -+ 

ax n+2 + bx n+ì + cx n = 0 , Vn e □ 


. Tìm CTTQ của x n 


Xét phương trình đặc trưng aẲ 2 + bẪ+c = 0 (2). Ta có phưong trình (2) không tồn tại 
nghiệm thực, khi đó số hạng tổng quát của dãy có dạng : x n = r"(c 1 cosn<p+c 2 sin nọ). 


B ,. b 

A = - 

Từ hai giá trị Xo và Xi ta tìm được Ci và c 2 


Trong đó r = yjA 2 +B 2 ; <p = arctan— - với A = -^-;B = 

A 2 a 


# 


2 a 


A ^ “Ị V VV| ^ .1111 V* V* v w ^ 1 y ** w z* 

'ỉVThí dụ: Cho dãy sổ {x n } : j X() =1 ’ x ! = 3>/3+l Tìm CTTQ của x n 

U + 2 = 2x n+l -16x n , Vneũ . 

Giải: Xét phương trình đặc trưng T 2 - 2Ẳ + 16 = 0 co À = 2 2 -16 = -12 < 0 . 

Suy ra phương trình sai phân không có nghiệm thực. 


Đặt A = = 1; B = ^ — = \fĩ và r = \Ja 2 + B~ = 2 ; (p = arctan — = . 

2a 2a A 3 

Khi đó sổ hạng tổng quát của x n có dạng : x n = 2" c x c os ^- + c 2 sin ^ 

V 3 3 


A 


B n 


c, = 1 

í 

2 


Từ j'° =>■ Yc, c,v+ 

U=3^+1 2 

. V z z ) 

©Dạng 3: Cho dãy số {x n } : Ị 

• * 1 \ 1 • Ạ • Ạ 9 1 


^f C l =1 
= 3^+1 ]c 2 = 3 


. 3'mv ra x n = 2" 


7 n;r _ . 

cos — + 3 sin — 

V 3 3; 


x 0 ; y 

ax (ỉ+2 + bx n+l + cx n = d , Vn e □ 


. Tìm CTTQ của x n . 


Gọi X* là nghiệm riêng của phương trình. Khi đó nghiệm riêng X* được xác định như sau: 

d 


x„ = 


x„ = ■ 


a + b + c 
dn 


khi a+b + c ^ 0 


2a+b 


khi a + b + c = 0 ; 2a + b ^0 


d 


X* =n(n-ỉ) —— khi a+b + c = 0 ; 2a + b = 0. 

Xét phương trình đặc trưng, xét nghiệm của phương trình đặc trưng như các trường họp 
trên. Ket họp với nghiệm riêng ta có được công thức của x n . 

\x 0 = -4 ; X; =1 


iVThí dụ 1: Cho dãy số {x n } : 


2x„ +2 =5x, ỉ+1 -2x„+3 , Vneũ 


. Tìm CTTQ của x n . 


Xét phương trình đặc trưng : 2Ấ 2 -5Ã + 2 = 0<=>Ã 1 =2vẲ, = ^. 
Do a+b+c Ỷ 0 nên nghiệm riêng của phương trình X* = 


a ~h b -h c 2 — 5 + 2 


= -3. 


, , , 1 
SÔ hạng tông quát của dãy sô : x n = Cy 2" + c 2 .^ r -3. 


Từ 


+- 

1 

II 

Cj + c 2 - 3 = -4 

=>í 

c, <=>\ 

u =1 

2 c. + — - 3 = 1 

l 2 


c, =3 


Suy ra x„ = 3.2" - - - 3 

J n 2«-2 


Mai Xuân Việt - Email: xuanvietl5@smail.com - Tel: 01678336358 - 0938680277 - 0947572201 


























☆Thí dụ 2: Cho dãy số {x n } : 


v , v _ 89 
x 0 = 5; X 1 = y 


Tìm số hạng tổng quát x n . 


ỊỊ ^ + 2 = 7x n+ 1 -6x n +ll, VneD 

Giải: Xét phương trình đặc trưng Ã 2 -7Ã+6 = 0<=>Ã 1 =1vấ 2 =6. 


Do a+b+c=0 và 2a+b ^ 0 nên nghiệm riêng X* = 


dn 11/2 11 

2a + b = 2-7 = 5 71 ' 

11 


,r 9 II 

SÔ hạng tông quát của dãy có dạng x n =c i + c 2 . 6" - y / 2 , V /2 e Q. 


Từ 


x 0 =5 

89 

x ' = f 


Cj +c 2 =5 

, 11 89 <=> 

c, + 6 c 0 - — = — 

1 2 5 5 


ịc,= 2 11 

” . Suy ra x n = 2 + 3.6" -3+n . 
[c 2 =3 n 5 


☆Thí dụ 3: Cho dãy {x n } : 


1*0 = 3 ; *! = 2 


IA +2 =2x, ỉ+1 -X„+6 , e D 

Giải: Xét phương trình đặc trưng /L 2 -2T+1 = 0«>/L 12 =1. 

Có a+b+c=0 và 2a+b=0 nên nghiệm riêng X* = nin - 1) = 3n(n - 1). 

2(7 

Số hạng tổng quát của dãy là : x n = Cj +nc 2 +3n(n-l) , V/7 e □ . 


. Xác định công thức tổng quát x n . 


Từ 

l x >=2 [q+c=2 l c 2 = 3 

©Dạng 4: Cho dãy số {x n } : I 1 

[ aX n + 2 ■ 

• * 1 \ 1 • Ạ • Ạ 9 1 


Suy ra x n = 3n -4/2 + 3 , V /2 e 0 . 


. Xác định CTTQ của x n . 


[ax n+2 + bx n+l + cx n = ảq , V /2 e □ . 

Gọi x* n là nghiệm riêng của phương trình sai phân trên. Khi đó nghiệm riêng này được xác 

dq n 


đinh như sau 


x„ = 


x„ = 


aq 2 +bq + c 
ndq' 


khi q + \ A q + Ẩ 2 . 


2aq + b 


khi q = ẢịV q = Ả 2 . 


x* n = n(n -1 )- x —.q" 2 khi q = Ấị = Ấ 2 . 

2a 

Xét phương trình đặc trưng, lập công thức nghiệm và ta có được công thức x n . 


☆Thí dụ 1: Cho dãy số {x n } : 


[ x 0 = 2 ; x l = 5 

1 x «+2 _ 8*„ +1 + 15x„ = 3.4”, V /2 e □ 


. Lập công thức tính x n . 


Giải: Xét phương trình đặc trưng : T 2 -8A +15 = 0 2, = 3 V Ấ, = 5. 

Ta có q^Ằ ĩ A,q^Ă 2 nên nghiệm riêng của phương trình X* = — 7 ^-= 3 '4 —— = -3.4". 

aq +bq + c 16-32 + 15 

SỐ hạng tổng quát của dãy là : x n = q.3" +c 2 .5" -3.4" , V /2 G7 » 

c, =4 


Từ ' x ° 2 - * Cl+Cz 3-2 


l x i = 3 


[3q +5 c 2 -12 = 5 


•w> { . Suy ra x n =4.3" +5"-3.4", V /2 Giũ, 

. Tìm CTTQ của x n . 


l c 2 =1 

í*0 =8 ; X; =5. 


☆Thí dụ 2: Cho dãy số {x n } : 

Giải: Xét phương trình đặc trưng 2 2 -1U + 28 = 0<=>/ỉ 1 =4v/L,=7. 


k+2 -1 k+1 + 28x„ = 6.7", V/2 e 0 . 


Mai Xuân Việt - Email: xuanvietl5@smail.com - Tel: 01678336358 - 0938680277 - 0947572201 













nảq 


6/7.7" 


Ta CÓ: q = Ẳ 1 nên nghiệm riêng của phương trình X* = ' — = ' 

2 aq + b 2.1.7-11 

SỐ hạng tổng quát của dãy có dạng : x n =c v 4" + c:,.7"+ 2 / 7 . 7 " 1 . 

k =10 


= 2/7.7" 


Từ ị x ° =c ' + c ' 2 =8 

[xj = 4cj + 7c 2 + 2 = 28 

iVThí dụ 3: Cho dãy {x n } : 


c 2 =-2 


. Suy ra x n =10.4" -2.7" + 2 / 7 . 7 " 1 , V /7 sO . 

. Tìm CTTQ của x n . 


|x 0 = 4 ; X, =-5. 

[x n+ 2 + 10x „ +1 + 25x„ = 2.(-5)" , V /7 e □ . 

Giải: Xét phương trình đặc trưng Ă 2 + ỈOĂ + 25 = 0 « Ậ = Ạ, = -5. 


d 


x 0 ; Xj 

[ ÍH 2 + bx n , , + cx„ = p, (n) , V /7 e ữ * 


với PAn) 


Ta CÓ q = Ẫ l =Ẫ 2 nên nghiệm riêng của phương trình x* n = 77 ( 77 -1 )A-.q n 2 = 77 ( 77 -1).(-5)" 2 . 

2 a 

SỐ hạng tổng quát của dãy : x n = (c,/7 + c 2 ) .(-5)" + 77(77 -1).(-5)" , V/7 e □. 

Từ 

r° = c 2 = 4 1 C 1 = “ 3 ra ^ = (_ 3 „ + 4).(-5)" + 77(77 - 1).(-5)” = ( 77 2 - 76/7 + 100).(-5)" V 77 e □ . 

[Xj = -5(c J+C,) = -5 [c,, = 4 

©Dạng 5: Cho dãy sổ {x n } được xác định bởi : ị ; 

là đa thức bậc k theo n. Xác định số hạng tổng quát của dãy số. 

Nghiệm riêng X* cua phương trình đượ xác định như sau: 

X* = Q k ( 77 ) khỉ a + b + c^ 0. 

X* = T/Ci (^ỉ) khi a + b + c = 0 A 2a + Z? + 0. 

X* = 77 2 C a ( 77 ) khi a + b + c = 0 A 2a + b = 0. 

Xác định công thức tông quát theo trình tự các bước như đã trình bày ở các ví dụ trên. 
iVThí dụ : Cho dãy số {x n } : 


[ x 0 = 31 ; X, = 60. 


1.x íJ+ 2 -7x n+1 +10x (1 = 877 "+ 12/7 + 14, \/neũ. 


. Tìm CTTQ của x n 


Giải: Xét phương trình đặc trưng của dãy : Ẩ 2 -7Ẩ + l0 = 0<íí>/l 1 =2v/l 2 =5. 

Ta có : a+b+c Ỷ- 0 nên nghiệm riêng của phương trình X* = an +bn+c. Thay vào công thức 
truy hồi, tiến hành đồng nhất hệ số ta được : X* = 2/7 2 +8/7 +15. 

Số hạng tổng quát của dãy : x n = c v 2" + c 2 .5" + 2 / 7 2 + 8/7 + 15. 


Từ 


x 0 =Cj +c 2 +15 = 31 
Xj = 2cj + 5 c 2 + 25 = 60 


[c,=15 

k=i 


. Suy ra x n = 15.2" + 5" +2/7^+ 8/7 +15, V/7 e Q . 


©Dạng 6: Cho dãy xác định bởi {x n Ị : 


x 0 ; Xị 


Tìm CTTQ x n 


{ ax n +2 + bx n+l + cx n = P k ( n).a" , V/7 G Q , 

Nghiệm riêng X* của phương trình dạng này được xác định như sau : 

X* = Q k ( n).a n khỉ a + \ A a + 

X* = n.Q k ( n).a " khi a=Ã l va = Ầ 2 . Từ đây tìm được công thức tổng quát cảu x n . 
X* = n 2 .Q k (n).a" khi a = Ầ Ì =Ã 2 . 


iVThí dụ: Cho dãy {x n } : 


x 0 = 5; Xj = 18. 


k + 2 - K + 1 + 9x n = 2(3/7 +1).3 


n +2 


V/7 e □ * 


. Xác định công thức x n . 
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Giải: Xét phương trình đặc trưng Ầ 2 -6Ả+9 = 0<=>Ã 1 =Ã 2 =3. 

Ta có a = Ả l =Ẵ 2 nên nghiệm riêng của pt x* n = n 2 (an+b).T . Thay x* n vào công thức truy hồi, 
rút gọn và đồng nhất hệ số, ta được X* = (n 3 -2n 2 ).3". 

Số hạng tổng quát của dãy là x n = (c ì n+c 2 ).3 n +(n 3 -2n 2 ).3 n , V/Ỉ 6 Ũ. 


Từ I 0 2 =>! 1 . Suy ra X = (2n + 5).3 n +(n 3 -2n 2 ).3 n = (n 3 -2n 2 + 2n + 5Ì.3". 

Ị*, =3(c 1 +c 2 )-3 = 18 Ịc 2 =5 " v ’ 

©Dạng 7: Cho dãy số được xác định bởi {x n } : 

\’ Xv . Xác định số hạng tổng quát của dãy trên. 

\ax n+2 +bx n+l +cx n = a.cosn(p+j3sinn(p , Vneũ. 


Đổi với phương trình dạng này, nghiệm riêng của nó có dạng : x* n = Acosn^+Bsinnỹ?. 
Thay x* n vào công thức truy hồi để xác định được hai hệ số A và B. 

'ỉVThí dụ: Cho dãy {x n } : được xác định bởi: 

x ữ = -4 ; Xị = -4 + yỊĨ 

„ , „ / rr\ n 7 ĩ U 7 Ĩ _ n • Tìm số hạng tổng quát của dãy. 

3x n+1 + 2x n = Ị3 -3y2J.cos -Ị- + sin -Ỵ-, Vneũ . 


X n+2- 


Giải: Xét phương trình đặc trưng : Ẩ 2 -3/l + 2 = 0 <=> 2 1 =lv/L ! = 2 . 


Nghiệm riêng của phương trình có dạng : X* = Acos -Ị- + B sin ^. Thay vào công thức truy 
hồi, ta được : 


. (n+2);r , „ . _(n + 2)71 

Acos — + B sin — 


-3 


._(n+l);r (n + V)7T 

Acos + B sin-——— 


+ 2 


, n n _ . nn 

Acos — + B sin —— 
4 4 


Phân tích vế trái và rút gọn ta được : 

-A + ẶÌ-^ + 25 


r A — f 3A 3B ' 


„ 3A 3 B 

B — 7 = — J= + 2 A 
42 42 J 


YÍ7Ĩ 

■COS — + 

4 


Đồng nhất hệ sổ, ta được : 


4Ĩ 42 

3 A 3 B 


(3 - 3\j2 ) .cos ^ + sin 


.n7ĩ _G 9 n7ĩ , nn 
.sin— = ^3 -3y2 jcos——+ sin—-. 


rin 

T 


B-^-^ + 2A = 3-3^2 

42 42 

t 3A 3B , 

— A H— J= — 7 = + 2 A — 1 

42 42 




\A = 1 * n 7t . nn 

=> x„ = cos —— + sin ——, 

5 = 1 " 4 4 


-r 9 Ỉ17T 

Sô hạng tông quát của dãy : x n =c 1 + c 2 .2" + cos —X + sin -2-. 


ịx 0 =c l +c 2 + 1 = -4 


rn \ I "U 1 z ị y ~ . n;r . Ĩ77T . . I—. 

Từ <1 _ _<»•! . Suy ra x„=2 -6 + cos —+ sin—, Vn eO . 

^ =c 1 + 2c 2 + V2=-4 + V2 [c 2 =1 4 4 


ODạng 8: Cho dãy số dạng sau { x n } : \ 0 ’ 1 

{ax n+2 +bx n+ỉ +cx n =d nl +d n2 +... + d nk (l),Vneũ. 

Trong đó d m là một trong các dạng sau : hắng số d, d.a" , P k (n ), a".P k (n ), .... 

Khi đó ta gọi X*J là nghiệm riêng của phương trình ax n+2 +bx n+l +cx n = d ni . 
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* , , , _ . . _ , 

Nghiệm riêng của (1) được xác định là x* n = ỵ^x*J . Sau đó ta thiêt lập được công thức tông 

i =1 


quát như các thí dụ đã cho 

Ill-Phương trình sal phân bâc ba: 

Loại 1: Phương trình thuần nhất: 

©Dạng 1: Cho dãy {x n } : ^ x ° ’ X[ ’ 


[ax n+ 3 + bx n+2 + cx n+1 + dx n =0 Vn e □ . 


. Xác định số hạng tổng quát 


x n của dãy số. 

Xét phương trình đặc trưng a/ L 3 + bẲ 2 +cẢ + d = 0. Phương trình có 3 nghiệm phân biệt 
/Lj; Ả, va Ấj . Khi đó số hạng của dãy được xác định là : x n =c ư ^ + c 2 .^ + c v a;. 

Từ các giá trị x 0 ; X 1 ; x 2 ta xác định được các giá trị Cj ; c 2 va c 3 . 

\=u x l =5;x 2 =8. 


• u ' 1 ' z 

iVThí dụ: Cho dãy số {x n } : Ị 


x n + 3 - K + 2 + 1 K + 1 - 6x„ = 0 Vn e □ . 


. Tìm CTTQ của x n . 


Giải: Xét phương trình đặc trưng : Ẩ 3 -6/t 2 +ll/t-6 = 0<=>/l 1 =1; /Ịj=2; Ấj=3. 
Số hạng tổng quát của dãy có dạng : x n = C) + c 2 . 2" + Cy3". 

11 
~2 


Từ 


x 0=c l +c 2 +c 3 =1 
x t = C) + 2c 2 + 3c 3 = 5 : 
x 2 = Cj + 4c 2 + 9c 3 = 8 


c 2 =9 . Suy m x=-ụ + 9.2 n -ị.3" Vneũ. 

2 2 2 
5 


c 3 =-- 

. 3 2 


©Dạng 2: : Cho dãy {x n } : 


I Xo ’ X l > x 2 

[ax n+3 + bx n+2 + cx n+l + dx n =0 v» G 0 . 


Xác định số hạng tổng 


quát x n của dãy số. 

Xét phương trình đặc trưng aẲ 3 +bẲ 2 + CẢ + d = 0 có hai nghiệm phân biệt Ã, va Ầ 2 =Ằ J=Ã. 
Khi đó số hạng tổng quát của dãy sổ cho bởi: x n = Cyýự +(c 2 n+c 3 ).Ã n . 

Từ các giá trị x 0 ; x l ; x 2 ta xác định được các giá trị Cj ; c 2 va c 3 . 

x 0 =5; Xj =11; x 2 =16 
x „ + 3 -lh„ +2 +32x fl+1 -28x n =0 , Vn 6ó. 

Giải: Xét phương trình đặc trưng Ằ 3 -1 u 2 + 32Ẩ -28 = 0<=>ấ 1 =7vầ 2 =ấ 3 =2. 

Số hạng tổng quát của dãy có dạng : x n = C V T +(c 2 n+c 3 ).2 n 


Từ các giá trị x 0 ; Xị ; x 2 ta xác ' 
iVThí dụ: Cho dãy số {x n } : Ị’ 


. Tìm CTTQ của dãy. 


Từ 


x o ^1 G ^ 

Xj =7c t +2c 2 +2c 3 =11 

x 2 = 49 Cj + 4c 2 + 4c 3 = 16 


c, =-- 


c 3 = 


35 

13 

14 
181 
35 


c 2 = 77 • Suy ra x n = -^.7" + 


13 , 181 

v 14 35 


.2" , Vn eD . 


©Dạng 3: Cho dãy {x n } : 


*0 ; x l ; x 2 

[ax n+ì + bx n+2 + cx n+1 + dx n =0 Vn e □ . 


Xác định sổ hạng tổng quát 


x n của dãy số. 

Xét phương trình đặc trưng aẦ 3 +bẦ 2 +cẪ + d = 0 có 1 nghiệm kép Ă l =Ă 2 =Ẫ 3 =Ă. Khi đó 
công thức nghiệm tổng quát có dạng : x n = [cợi 2 + c 2 n +c 3 )./r. 
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Từ các giá trị x 0 ; X 1 ; x 2 ta xác định được các giá trị c, ; c 2 va c 3 . 


iVThí dụ: Cho dãy số {x n } : 


\ x ° 3 ’ A ' 2 ’ * 2 8 . Xác định số hạng tổng 

l x n +3 - 3x n + 2+3 x n + i- x n=° ’ Vneũ. 

quát của dãy. 

Giải: Xét phương trình đặc trưng : Ắ 3 - 3Ằ 2 +3Ã-l = 0<=>Ấ l =Ằ 2 =Ã 3 =l. 

Số hạng tổng quát của dãy có dạng : x n = c x n 2 +c 2 n+c 3 . 

7 
2 


Từ 


x 0 =c 3 =3 
x 1 =c 1 +c 2 +c 3 =2 
x 2 = 4q + 2c, + c 3 = 8 


c 2 =-~-. Suy ra x n = --n 2 -~-n + 3, Vne □ , 


c 3 = 3 


©Dạng 4: Cho dãy {x n } 


|x 0 , X 1 , x 2 Xác định số hạng tổng quát 

[ax n+3 + bx n+2 + cx n+l + dx n =0 Vneũ. 


x n của dãy số. 

Xét phương trình đặc trưng a/ L 3 +b/1 2 +cẢ + d = 0 có 1 nghiệm thực Ẫ và hai nghiệm phức. 
Khi đó số hạng tổng quát của phương trình có dạng : x n = c\ .Ả" + c 2 .cosn <p+c 3 . sin tưp . 

Từ các giá trị x 0 ; x l ; x 2 ta xác định được các giá trị c, ; c 2 va c 3 . 

iVThídụ: Cho dãy số {x n } : Fo = 3; h =4 + ^; X =8+^3. Tìm CTTQ của x n . 

1a + 3 - 5 ^„ + 2 + 22y 1+ , - 48x„ = 0 , Vneữ'.» 

Giải: Xét phương trình đặc trưng T 3 -5/L 2 + 22/L-48 = 0 «-(ắ-3)(ẩ 2 -2/1 + 16) = 0 


Ầ = 3 ... t ^ 

<=> ., _. , _ Phương trình sai phân bậc hai Ấ - 2Ả +16 = 0 không có nghiệm 

Ị/t 2 -2/1 + 16 = 0 (VN) & & V 

thực nên theo thí dụ trong dạng 2 của phương trình sai phân bậc hai ta có số hạng tổng 


Ĩ17Z" ĨT7T T TA Ẩ 1 Ẵ r 

quát là x n = c 2 .cos + c 3 sin . Vậy sô hạng tông quát 


n7ĩ nn 

= c,. 3 +C-.COS—^- + c,.sin-i-. 
1 3 3 


Từ 


x 0 = Cj + c 2 = 3 

X, =3 c, + % + = 4 + yỊĩ 


x = 9c ^ + ^l = s + ự3 
2 1 2 2 


c, =1 


c 2 = 2 . Suy ra x n = 3" + 2 


c 3 = 2 


n n . nn 
cos V- + sin 
3 3 


, VneD. 


Loại 2: Phương trình không thuần nhất. 

Cho dãy số dạng {x n } : ị X °' ,Xl ’ Xl , 

l aX n + 3 + bX n + 2 + CX n + 1 + dx n = , Vn e □ . 

Trong đó d n có thể là hăng số, ma”, đa thức bậc k theo n p k {n), .... 

Ta tiến hành tìm nghiệm riêng như dạng đối với phương trình bậc 2 đã trình bày ở trên. 

IV-Phương trình sai phân I 

©Dạng 1: Phương trình thuần nhất: a 0 x n+k + a 3 x nlk , + + a k x n = 0. 

Xét phương trình đặc trưng : a ữ Ả k + +. +a k =0. 

THI: có k nghiệm thực phân biệt, khi đó số hạng tổng quát của dãy sẽ có dạng : 
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x,=c r ị-+c 2 .Ằỉ+c y ^+ .+c, A" = Ê c, V • 

i =1 

TH2: Có s nghiệm bằng nhau , (k - s) nghiệm khác nhau và khác với s nghiệm trên. Khi 
đó số hạng tổng quát của dãy có dạng : x n = ỵ^c p+1 .n p .Ẫ" + ^ Cị.Ằ". 

^ p=0 J i=s+l 

TH3: Nếu phuơng trình đặc trung có nghiệm phức : Xj = A+Bi = r(cosẹM-isin^) trong đó 


r = yjA 2 +B 2 ; <p = arctan — và k - 2 nghiệm thực khác nhau thì sổ hạng tổng quát của dãy 

, ^2 

Số sẽ có dạng : x n = y]c r Ã" + r" (cj ,cosrup+c 2 .sin rnpỊ. 

i=\ 

©Dạng 2: Phuong trình không thuần nhất: a 0 x n+k + a ị x iilk ị +. + a k x n =b n . 

Ta xét thêm nghiệm riêng x* n tuỳ theo dạng của b n và các hệ số ai. Thiết lập công thức 
tổng quát của x n từ các giả thiết của bài. 

V-Môt số dang đăc biêt khác thường găp của dãy số trong các kì thi. 


©Dạng 1: Phuơng trình sai phân dạng " Hệ phuơng trình sai phân tuyến tính cấp một". 

Cho dãy số {x n } , {y n } đuợc xác định nhu sau : ị Xn+l = ax " +ỉ? J n . 

' {y n+ l= cx n+ d yn 

Tìm số hạng tổng quát x n và y n . 

Đua hệ về phuong trình sai phân tuyến tính cập 2 của từng dãy {x n } và {y n } : 

x n + 2 = o*„ + i + by „ + 1 = a*„ + 1 + b ( cx n + dy n ) = ax n+l + bcx n + d(x n+] -ax n ) = (a + d)x n+1 + ( bc-ad)x n 


y n+ 2 = Cx n + 1 + đy„ + i = c(ax n + by n ) + dy n+ỉ = dy n+l + bcy n + a(y n+l -dy n ) = (a + d)y n+ì + (bc -ad)y n . ^ 

Đua đuợc hệ về dạng phuong trình co bản, từ đây ta dễ dàng tìm đuợc CTTQ của số hạng 
từng dãy đã cho. 

i^Thí dụ: Tìm CTTQ của dãy số {x n } và {y n } : j ỉ<0 = 2 ’ M " +1 = 2Un+Vn VneO. 

K=k v n+1 =u„+2v n 

Giải: Ta có : u n+2 ={a + d)u n+l +(bc —ad)u n =4 U II+1 -3 u n và Mị = 5. 

„ l + 3" +1 _i + 3" +1 

Từ đây, ta có : u = —ị => V, = u n ,, - 2 u = —T-—. 

©Dạng 2: Phuơng trình sai phân dạng phân thức tuyến tính: 

Tìm CTTQ của dãy sổ có công thức xác định nhu sau : x 0 = a ; x n+l = — — V«eQ. 

cx n + d 


Cách 1: Đặt x k =— (z k * 0). Khi đó dãy đuợc biển đổi thành : 

h 


y„ + , _ 'z ll b _ ay n +bz„ ^ ịy n+1 =ay n +bz n ^ ịy n+2 =(a + d)y n+l +(bc-ad)y H Vwe0 
z n+l C .2T + J ẹy„+*„ 1 z„ +l =cy„+dz n \z n+2 = (a + d)z n+l +(bc-ad)z n 

’ z„ 

Từ công thức tổng quát của {y n } và {z n } ta suy ra CTTQ của {x n } . 

Cách 2: Đặt x n = u n +t , thay vào công thức truy hồi của dãy ta có : 

au+at + b (a — ct)x„—ct 2 +(a — d)t + b 

« n+ i = i z, J t= - 1. ' , . - (*)• 

cu n +ct + d cu n +ct + d 
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Ta chọn t sao cho ct 2 + (d-a)t-b = 0. Khi đó ta chuyển (*) về dạng : — = m — + n. 

u„ u„ , 


Từ đây ta tìm được —, suy ra u n . 


☆Thí dụ: Tìm CTTQ của dãy số {u n } : 


u l = 2 

_ 1 - 24 . 

u =————— Vn > 2. 

5m (1 _,+13 


Cách 1: Đặt u n = —, thay vào công thức truy hôi ta được : 


y n 


5l = 9 _Ẩ=Í 24 = -9y,- 1 -24y„_ 1 ^ Ị *„ + i = -9x„ - 24y n ^ ị x n+2 = 4x n+í - 3x n 
5-V, +1 h„-i 1^+1 =5v„+13y„ ly„ +2 = 4y n+1 -3y„ 


Vn eũ, 


y » 5^ + 13 

y»-i 

_, _ 42 , f X = 2 ; X, = -42 

Từ u, = 2 => w 2 = —-^4 . Ta chọn < _ _ . 

23 v u=l;y 2 =23 

T ~ . k = -22.3"” 1 + 24 -22.3"- 1 + 24 ^ „ 

Từ đây ta tìm được : • , . Suy ra u = ———— V/ỉ > 2. 

\^y„ = 11.3" '—10 ' 11.3” -10 

Cách 2: Đặt u n = x n +t, thay vào công thức truy hồi ta được : 

-9x-9t-24 . (-9 - 5í)v„ , - 5r 2 - 22í - 24 

x„+t = ---=> x„ =-—- 

" 5x n + 5f+ 13 ” 5x n _ 1 +5t +13 

Ta chọn t: 5r + 22í + 24 = 0=>í = -2=>x 1 =4. 

X 

— = -+ :>=> 

X, 


5«—1 


x n = n ~\ - => — = — 

5^+3 x n X n _ x 


1 3-1 11.3 -10 

— = —— + 5 => — = ——-— => X = 


ODạng 3: Hệ phưong trinh tuyến tính bậc 2. 

Tìm CTTQ của dãy số (u n ) và (v n ) được xác định bởi: 


" 11.3”‘-10 


=> u„ = x„—2 = 


n n 


-223 + 24 

11.3"'-10 


í “n =«»-!+; U l= a 


l“« 


l>/ã.v„ = 2 4ã.u n _ y v n _ ì 

1 + j3yfãỴ + [a~p4a^ 


v n =2u n „ l .u n _ l ; V, =/? 

n + >/ã.V„ = [ U n -1 + Vã.iy, ) =.= («! + Vã.v, ) 

■n - = («„_! - k-l ) =.= («! - >/a .V, ) 2 


(a e 0 + ) 


u„ = ■ 


2 n-l 


1 


7" 24~aV K 

☆Thí dụ: Xác định CTTQ của hai dãy sổ {u n Ị và {v n } thoả : 


ịa + p4aỴ -ịa- fiyfãỴ 


ịu, =2 v ịu =ip + 2v\ „ 

11 và " n_1 "- 1 Vn > 2. 


[v, =1 


v„ = 2 m„ , ,v„ , 

L « n- 1 n-1 


Giải: 
Ta có: 


k =“«-!+ 2v fl 2 -l 

_ => • 

U n+^ V n = 

[un-l+^n-l) 

[V2v„ = 2ylĩ. M„_ 1 v„_ 1 

U n~^ V n = 

U n-l~^ V n-x) 
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1 

u„ = — 
2 


u n + yỈ2v n — ịuị + \fĩv l j — {2 + ^ 2 ^ 
u n ->Ỉ2v n =ịu l -'j2v 1 > j ={l-sỊĨ^ 

©Dạng 4: Dạng phân thức bậc 2 trên bậc 1: 

Xị=a 


(2 + ^) 2 +( 2-^) 2 
\l + sf-{2-42 f 


2yỊĨ _ 


Tìm CTTQ của dãy {x n } : 


x„ = 


K-i+ a 

2x n - 1 


(a e □ + ). 


Vn > 2. 


Đặt x n = — , khi đó dãy trên được chuyên về hai dãy {u n } và {v n } như sau : 


k =K_ 1 + a.v 2 n _ 1 ; u,=a 


Vn > 2. Khi đó x n = — = s[ã 


k = 2 m b _ 1 v b _ 1 ; V, = 1 

iVThí dụ: Xác định CTTQ của dãy số {x n } : 


[a + 4a^ + ịa-yfã^ 
[a + yỊa^ -ịa-yfã^ 


x l =2 

X 2 , + 2 

x„ = y' Vn > 2. 

n A 

2x „-1 


Giải: Xét hai dãy số {u n } và {v n } 


Ta dễ dàng chứng minh được bằng quy nạp x n = — 

Theo kết quả bài toán trên, ta có 

(2 + Jĩf-[2-JĨ)‘ 

ODạng 5: Dạng có căn thức trong công thức truy hồi. 
a) Với dãy số {u n } : \ 1 


, fw, = 2 ịu=u 2 +2v 2 _ 

a } : ị t và " "- 1 Vn > 2. 

[v,=l k=2M ;ỉ _ 1 v„_ 1 

ằng quy nạp x n =^~. 

V n 

(2 + ^) 2 +( 2-^) 2 

5: x,=s/2.i—yvì—2V 

-lO-.IĨỸ 


Uị=a 
u„ 


với a 2 = 1 ta xác định CTTQ như sau 


= au n _ y + \ịbul _J + c \/n>2. 

Từ dãy truy hồi => («„ - aw n !) = bui I + c <=> — 2au n u n _ị + uị _! - c = 0 

Thay n bởi n - 1, ta được ul 2 - 2au n _ 2 u n _ l + u 2 n , - c = 0. 

Ta đây ta dễ thấy và M n _2 là nghiệm của phưong trình bậc hai X 2 - 2au n _ ì X + ul _J - c = 0 . 
Theo định lý Vi-et, ta có u n +u n _ 2 = 2ữw )i _ 1 . Từ đây ta dễ dàng xác định CTTQ của x n . 


b) Một cách biểu diễn khác : Cho dãy số {u n } : 


Mj = a 


u„ = 


ữ + 


U n -1 

s/ẽŨL+b 


Vn > 2. 


trong đó 


a >0; ữ > 1; a 2 -Z? = 1 ta xác định CTTQ như sau : 

Ta viết lại công thức tổng quát dưới dạng : — = — + c + -%~. Đặt JC B = — . 

U n u „-l V U n-Ĩ U n 

Ta CÓ * B = ax n _ x +^bxl _J +c đây là dãy mà ta đã xét ở trên. 

Tìm u„ ? 


iVThí dụ: Cho dãy số {u n } : I 1 


= 5m b _! + *j24u n l - 8 Vn > 2. 
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Giải: Từ công thức truy hồi của dãy ta có : (u n -5u n _,) 2 = 24u n 2 _, - 8 
u 2 n -\Ou n u rií +H 2 -, + 8 = 0 (1) . Thay n bởi n - 1 ta được : 

U Ll - + w„ 2 -l +8 = 0 (2). 

Từ (1) và (2) => u n _ 2 , u n là hai nghiệm của phương trình : t 2 - 10 u n j+uị _J -8 = 0 
Áp dụng định lý Vi-et, ta có : u n +u n 2 =10 u n _ v 

Ta dễ dàng tìm được u n = 2 ^^( 5_2 ^y 1 + ^^~ ( 5 + 2 ^) n 

ODạng 6: Công thức truy hồi bậc hai dạng phân thức. 

Uị = cr, u 2 = Ị3 

Cho dãy số {u n Ị : 


_ w„ 2 -i+« • Tìm 

u„ = — Vn > 2. 


Đối với dạng này thì từ công thức tmy hồi u 3 , u 4 , u 5 . Ta giả sử u n = xu n , + y/y, + z . 
Lập hệ phương trình 


u 3 = xu 2 + yUị + z 
u 4 = xu 3 + yu 2 + z =>x, y, z. 
u 5 = xu 4 + yu 3 + z 


Từ công thức tmy hồi ta dễ dàng tìm được công thức tổng quát của u n . 

u l =u 2 =ỉ 

iVThí dụ: Tìm CTTQ của dãy số {u n } : < 


u„ = 


Vn> 2,- 


% n -2 


Giải: Ta có : u 3 = 3; u 4 = ỉ 1; u 5 = 41.Ta giả sử u n = xu n _ị + yu n _ 2 + z. 

[x = 4 

y = ~ 1 => = 4m ,• 

z = 0 

Ta dễ dạng tìm được x « = ~~~ -( 2 + ^/3) + 9+ ã^ .ị2-y/3j Vn> 1. 

Vl-Sữ dung lương giác đễ tìm công thức tồng quát của dãv số : 



«3 = xu 2 + yUị + z 

x+y+z= 3 

Ta có hệ pt: • 

u 4 = xu 3 + yu 2 + z => • 

3x + y + z = lỉ < 


u 5 = xu 4 + yu 3 + z 

llx + 3y + z = 41 

c ^ V 


©Dạng 1: Xác định công thức dãy sổ dạng {u n Ị : ị 1 

k 

• Neu |w, I < 1 : ta đặt u t = cosa . Khi đó ta có : u„ = cos2 n l a. 


u n = 2u n _ị -1 \/n > 2. 


ta làm như sau 


Nêu |mj I > 1 : ta đặt Mj = L a + — (a ^ 0 va > o). Khi đó 


2 

„ _ lf 2 , 1 , k , lf 2 , n „ _lf 4 , lì „ _ Ự 2- , 1 ì 

u 2 =— a +—r + 2 -1 = — a“ + —- =>w, =— « +—r =>. u„=— a +——r 

2V a ) 2\ a ) 2y a ) 2y a ) 

Với cách xác định số a, ta có a là nghiệm (cùng dấu với Ui) của phương trình 
a 2 - 2u x a + 1 = 0. Do tích hai nghiệm la 1 nên nêu a là 1 nghiệm thì - sẽ là 

a 

nghiệm còn lại của phương trình. Khi đó công thức tống quát có thể viết như 

ịuị-yjuf - lj + («, + yju 2 -1 j 


Q- + 

V aj 

2,0 
a + 


sau : u = — 
" 2 
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iVThí dụ 1: Cho dãy sổ {u n }: 


1 

li, = — 

2 

u n = 2u]_\ -1 Vn > 2. 


Xác định CTTQ của dãy {u n }. 


r T'1 _ rì 2 , 27Ĩ __2 2*7ĩ , 2 7Ĩ 

Giai: la cỏ u, = — = cos — =>w, =2cos — -l = cos — -=>«, =2cos -l = cos— ^ 

2 3 3 3 3 3 

, 2 2 n - 1 ; r 

Băng quy nạp ta chứng minh được răng u n = cos —— Vn > 1.. 


iVThí dụ 2: Cho dãy số {u n } : I 1 3 

K = 2ỉ 


= 2m „-i- 1 Vn>2. 


. Xác định CTTQ của u n . 


Giải: Gọi a là nghiệm lớn của phưong trình : - 

/ o 

Ta có a 2 - 6« + 1 = 0 => u, = 3- 

1 2 


(_ , n 

ứM— 

V a) 


= 3<=>Í7 — 6ữ + l = 0<=>« = 3 + 2^2 . 


A \( 13 , 1 7 1Y 1 

Ta CÓ a 2 -6fl +1 = 0 =>^ a + — = 3, khi đó u 2 = « + — -l = a 2 +-y. 

2^ ay 2\a) a 

Giả sử x k = a 1 + —thì x k+l = a J + . 

a a 

Theo nguyên lý quy nạp, ta được x n = a r + -Ặr = (3 + 2a/2 Ị 2 +( 3 - 2sỊĨỴ . 
☆Thí dụ 3: Cho dãy sổ {x n } được xác định như sau : x t =5, x n+1 = x 2 n -2 v« > 1. 
Tìm giá trị của s = lim ———. 

n —>+co Y Y Y 

a 1 a 2. 

r - 

Giải: Chọn a là nghiệm lớn của phưong trình jc 2 -5x+1 = 0=><3 = —— > 1. 


Ta có <2 2 -5<2 + 1 = 0 =>x 1 =<3 + — = 5; khi đó x 2 = xỊ - 2 = 

a 


2 

-2 = cc + ^r. 


f ,iY „ , 1 

ũ H- 

\ a) a z 


Bằng quy nạp ta chứng minh được x n = <3 2 + ——r Vn > 1. 

a 

1 > 


Chú ý rằng 


í 


1 


a -- 


V 


2' 

a 


CL + - 


1 




V 


c 


a 7 


2 

a -- 
V a" J 


ta có 


* 1*2 . x„ 



7 


n 


( n 

( 

9" 

1 

A 


a - 


— 

x n + 1 

a — 

a + 

0 n 



V 


Cl J 


V 

V 

(3 

7 

( 

1 

\ 



2' 

1 



a 

— 


h *2 . x„ 

a 

2" 



V 

a 





(3 




1H — y- N 

a 2 L 

1 L V «2 


Do đó 5 = lim 


X. 


/ 2+1 


= lim 


1H- — / \ 

TÍ 1 \ 


a 


n —>+00 V V r n—M-oo ^ Ị 

x l x 2 .■% 1 __ 

2" 

a 


1 

a — 

V aj 


= a-- = sÍ2Ã. 


a 


©Dạng 2: Tìm CTTQ của dãy số {u n } : ị 1 


U Ả = p 


, ta làm như sau : 


[m b =4m„_ 1 -3m i1 _ 1 Vn>2. 

Neu |p|<l, thì 3 <7 e [0; 7Z-] : c:os«=p . Khi đó bằng quy nạp ta chứng minh được : 
u„ = cos3 nl a. 
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, 1 
Nêu \p\ > lthì ta đặt u x —~— 


(_ , n 

flH- 

V «7 


u„ = ■ 


3"- 1 1 

ữ + ■ 


« 3 7 


. hay u n = \ 
J 2 


(c/M, > 0). Bằng quy nạp ta chứng minh đuợc 

-^Mj 2 -1 j + Ịwj +yjuf -1 j 


iVThí dụ 1: Xác định CTTQ của dãy {u n } : 


■n/2 


M, = 


= 4M n-i-X > Vn>2. 


V 2 

2 


/^1 • 9 • r-r -1 / V A 3 3 7t . 3 _ 3 7Ĩ 3 7t 

Giai: la cố Uị = = cos — =í>= 4cos — - 3cos — = cos —— => w 3 = 4cos — - 3cos —— = cos —— 


Băng quy nạp ta chứng minh đuợc u n = cos —Vn > 1 . 


iVThí dụ 2: Tìm CTTQ của dãy {x n Ị : | Xl 

Ịx„ =4x^-3^ Vn>l. 

Giải: Gọi a là nghiệm lớn của phuơng trình x 2 -14x + l = 0=><3 = 7 + 4 V 3 . 
Ta có u x = 1 


V/2 >1. 

, 3" _1 


( , lì 

n 1 

r , lì 

3 

f , 0 

1 

í, ,1) 

ũ H- 

= 7 => w, = — 

ứ H- 

— 

Gf H- 

= — 

ũ H-— 

V a) 

2 2 

l a) 

2 


2 

L a ) 


Bằng quy nạp ta dễ dàng chứng minh đuợc u n = ị 


Vậy công thức tổng quát của dãy là : u „ = 2 


1 ( 3»-> .1 ì w . 
\=- a +-Vr Vn: 
z \ a ) 

(7 + 4 V 3) 3 +( 7 - 4 ^) 


Vn >1. 


©Dạng 3: Cho dãy {u n } : 

nó ta có thế làm nhu sau : 

\í 1 7 

Ta đặt w, = 2- 
1 2 


“1 = p 


k =4 m„„ 1 +3m„_ 1 , > 2. 


. Đe xác định công thức tổng quát của 


1 

u = — 
2 


/ 


1 

a — 

V aj 

1 ì 1 


a - 


V 


y,-l 

a 7 


Khi đó bằng nạp ta chứng minh đuợc : 

ịuị + yỊuị + 1 j + ỊV| — yju x + 1 Ị 


iVThí dụ : Xác định CTTQ của dãy {u n } : 


Uị = 4t 

ld n = 24« 3 _J-12V6m 2 _! + 15m„_j -Vó Vn > 2. 
Đặt u n =xv n + y. Thay vào công thức truy hồi của dãy, biến đổi và rút gọn ta đuợc : 

xv„ + y = 24x 3 v 3 _! +1 2^6 x 2 >’- Vóx 2 j v 2 _, + 3^24x>’ 2 -8Vóxy + 5xj v„_, 

+ 24y 3 -12y6v 2 + 15y - Vố. 

6x'y V<7v = 0 


Ta chọn y sao cho : 


1 

24y 3 -12ự6y 2 +15y-^6 = y ■ Vó ’ 


Khi đó : xv n = 24x 3 v 3 _ 1 +3xv n _j <=> v„ = 24x 2 v 3 _j + 3v n _j . Ta chọn X = —1= 

V6 


V = 4 V-1+ 3 V,; h = 2 


1 

v " - 2 


(2 + V 5) 3 +(2-V5) 3 
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Suy ra u n = 


2^6 _ 


(2 + V 5) 3 +( 2 -^) 3 


+ 4= Vn>l. 

J Vỏ 


\u,=a 


©Dạng 4: Xác định CTTQ của dãy {u n } : ị 1 với < 

1 u n =a-bu;_ 1 \/n> 2. 


<1 


a 
a 

ab = 2 


Khi đó ta đặt Uị=a = -acosạ>=> u 0 = a-b(-acosạ>y = a(ỉ-2cos 2 <p'j = -acos2ợ>. 
Bằng quy nạp ta ta chứng minh được u n = -acos(2 n V) Vn > 1. 


☆Thí dụ 1: Xác định CTTQ của {u n } : 


3 

11 , = — 

2 

«„ = 2-«„ 2 -i v«> 2 . 


Giải: Đặt -^ = cos<£>, <£>e 


2 ,7Ĩ 


khi đó : Mj = -2coĩ,ạ> => u, = 2(1 - 2cos 2 ỹ>) = -2cos2ạ>. 

H- V ^ y 

Bằng quy nạp ta chứng minh được u n = -2cos2 n V Vn > 1. 


☆Thí dụ 2: Tìm CTTQ của dãy số {x n } : 


1 

X, =- 
1 2 




2 

h-ỉ 


Vtt > 2. 




í' rp / 1 . Y ^ 6 V V 6 y 7T 

Giai: 1 a có : w, = — = sin — => Mr, = - 1 -—-= ——-— -= sin —— 

2 6 2 2 2.6 

Bằng quy nạp ta chứng minh được là : u n = sin —4 - Vrc > 2. 

2 " .6 

☆Thí dụ 3: Cho a, b là hai số dương không đổi thoả mãn a < b và hai dãy {a n } , {b n } 

«1 = a ~Y ~ ; = ^ 

được xác định như sau : <Ị . Tìm CTTQ của a n và b n . 

= Vrt > 2. 

Giải: Ta có 0<V<1 nên ta đặt V = cosa với aeío;^ . 

Tri ■ 4 ., . ồcosa+b Ế>(l + cosa) 2 a V , [— rõ~ , <2 

Khi đó : a, = -7—— = ———-= bcos — và b, = . b.bc os — = bc os — 

2 2 2 1 V 2 2 

, , bcos 2 ~y~ + bcos ~y~ 

+ 0 , 7 7 , a 2 a V , a a 

= - =--— = ocos — .cos -T Và 0 , = ơcos — .cos —. 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

Bằng quy nạp ta chứng minh được : 


J (x 6Í 2 tx V J J 6Í 

a„ =bcos — cos- 7 -.cos — và b =bcos — cos—~ .cos“ 

n 2 r^L 2 n n 2 rỵl rỵn 


©Dạng 5: Để tìm CTTQ của dãy {u n } : <j _ u n _ x +b w ^ o 

J n = l-bu n _ x 

Ta đặt a = tan a và b = tan p , khi đó ta dễ dàng chứng minh được u n = tan [a + (n - 1)/?] 


Uị = a 
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iVThí dụ 1 : Cho dãy {u n } : 




u„ = 


u, +>/2-1 ,, ^ . Tính giá trị của M, nn . 

Vn > 2 . t 2011 


l + (l->/2 jw n . 

n 


Giải: Ta có tan—= >/2-1 và u, = >/3 = tan — 
8 1 3 


Khi đó, u 2 = 


tan - + tan 
3 8 

, . n . n 

1 - tan —. tan — 
3 8 


= tan 


c ĩt 

v3 + 8 J 


u„ = tan 


í . 


V 


Bằng quy nạp ta chứng minh được : 

- 2 v3. 



(ti - 

_ 7ĩ( 


( 71 

5 7l\ 

tan 

—+ 2010.— 

= tan 

— +- 


13 

8J 


13 

4; 


'AThí dụ 2: Tìm CTTQ của dãy số {u n } : 


u„ = 


U n-l 

1 + ựl + u\_ x 


V77 > 2 . 


Giải: Ta có : — = — + Jl + — j— . Đặt x„ = — , khi đó ta được dãy {x n } dược xác định như 


sau: V! = -j= và x n = x n _ ì + Ặ 


+ x: 


1 


TTV ± 71 /L 2 

V1 X, = —Ị= = cot — => X, = cot — +, /1 + cot — = 


n 


n 


1 + cos — 


V3 


3 . 7t 

sin-y 

3 


3 . n 

— = cot -2—, 

2.3 


;r 


w 1 , 

Băng quy nạp ta chứng minh được : x n = cot ^ => u n = tan 


Vn = 1,2,3. JSẼ 


BÀI TẬP DÀNH CHO ĐỘC GIẢ Tự LUYỆN 


Bài 1: Xác định công thức tổng quát của các dãy số sau đây : 

a) Cho x 0 = 1; 3x n+1 - 2x n =0 77 > 0 

b) Cho x 0 = 1; 5x, í+1 + 4x n = 2" n > 0. 

c) Chox 0 =-2; x n+l —x n =2n 2 +n — 4 77 > 0. 


d) 

Cho 

x 0 

= 5; 

4x n + l 

1 

-4 

II 

m 

1 

s 

vo 

II 

/í > 0. 

e) 

Cho 

x 0 

= -3; 


'»+!-*« 

= 13 

n > 0. 

f) 

Cho 

x () 

= 4; 

3x )ỉ+l +2x n 

= 23 

77 > 0. 

g) 

Cho 

x 0 

= 7; 

*„ + i 

-3x„ = 

2.3” 

77 > 0. 

h) 

Cho 

x 0 

= 15; 

2 *„ + i-*„ 

= 2” +2 

77 > 0. 

i) 

Cho 


7 

~5 ; 

lb G 

l~ 6x n = 

= 2.3”-4” 

77 > 0. 

j) 

Cho 

x 0 

= 1; X, 

= 4; 

v„ +1 -4x n+1 + x„_ 1 = 

0 77 > 1 . 

k) 

Cho 

x 0 

= 4; x l 

2 

~ 3 ’ 

* B+ 1- 

1 

X « + 4 X n -1 = 

= 0; /7 

1) 

Cho 

x () 

= 3; x l 

= 3- 

4>/3 ; 

^ + 1- 2 ^, 

+ 

u> 

Ị, 

II 

o 

m) 

Cho 

x c 

1 5; Xj 

= 1; 

■*„+! - 

-6x„ +3x„_, 

= 14 77 > 
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n) Cho x 0 = 4; x l = 3; x n+l + 2x n - 3x n _ l =6 n> 1. 

o) Cho x 0 =2; X, = 4; x n+1 - 2x n +x n _ Ị =U n>\. 

p) Cho x 0 =l; x l =5; x n+l -8x„ + 15 n _! =4.2” n> 1. 

q) Cho x 0 = 1; x l = 4; x n+l + 3x n -4x n _ l = 3.4" n>\. 

r) Cho x 0 =4; x 1 = 2; x n+l -6x n + 9x„_, = 5.3" ; n> \. 

s) Cho x 0 =1; x l = 3; x n+1 — 7x n + 12x n _ 1 = (2 n 2 + 3/z —1).2" n>\. 

t) Cho x 0 = 2; Xj = -3; X B+1 - 7x n +1 0x n _ , = (3n -1).5" « > 1 . 

u) Cho x ữ =1; x l = 3; x n+1 -8x n + 16x n _j = (2n 2 +3).4" « > 1. 

v) Cho x 0 =1; = 6 ; x n+1 - 3x n + 2x n _ị = 3cos r '^~ + 2 sin rt ^~ n > 1. 

w) Cho x 0 = 1 ; x 2 = 5 ; 2x n+1 —7x n +5x n _j = 2" +5" n> 1. 

X nun _ , _ 0 . [ X »+1 = 2x >' + 5y " . . 

x) Cho Xj = 3; = 2 ; < n>\. 

bn + i = 5jc „- 3 y» 


y) Cho Xj = 2; x n+l = 2x " 1 ; n>l. 

4x n+ 3 

Bài 2: Xác định Công thức tổng quát của các dãy số đặc biệt sau : 


a) Cho x 0 = 1; X, =-; x n+2 = 


2002x n+1 + 200 lx n + 2000x n+1 x n 


với n>0. 


b) Cho Xq =1; X, = 2; x„ +2 = x 2 +1 .x; 

c) Cho X; = 1; x n+1 = 


n > 0. 


2 + ^3 


n> 1 


+ x: 


d) Cho u 0 = 2; U l =6 + 'j33 ; u n+1 —3u n = ^8 u 2 n +1 n>\ 

3 


e) Cho 


u„ = 


1 + 2 — \Í3 


\/n > 2. 


1 + 


{S-2)u,_ 

Bài 3: Cho dãy số {u n } thoả mãn nhu sau : 

Chứng minh rằng \fk <= □ , k > 1. 

a) u k + u ], -10 u k u k _ x = -8 

b) 5u k -u k _ l ':4 và 3.uị -1:2 . 


eũ + ,Vn eũ. 
u 0 = 1, = 9 

= 10.M ;| J -M n _2 Vn e0 , n > 2. 


x 0 = 1; Xj = 0 


Bài 4: Cho dãy { x n } xác định nhu sau : 

Xác định số tự nhiên n sao cho : x n+l +x n = 22685. 


X n~ 2x n -1 + X n-2= 2 Vn > 2. 


Bài 5: Cho day {x n } đuợc xác định bởi: ị x ° ì,x ' 5 . 

l x n + l= 6x „- x n -1 

Tìm lim(x„V2) (TH&TT T7/253) 

«—>+00 V / 
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Bài 6: Xét dãy {a n } : a ị =-~ và 


a.. , = 




1 

ỉ ^2 
2 


Vn >1. 


V / 

Chứng minh rằng : a l +a 2 +a ĩ + +a 2005 < 1, 03 (TH&TT T10/335) 

Bài 7: Cho dãy số {a n } : a 0 = 2; a n+l = 4a n + yjì5al -60 v« > 1. Hãy xác định CTTQ của a n và 

chứng minh răng sô ^(a 2n + 8) có thê biêu diên thành tông bình phương của 3 sô nguyên 

liên tiếp với Vn >1. (TH&TT T6/262) 

Bài 8: Cho dãy số { p(n)} được xác định như sau : 

p( 1) = 1; p(n) = pịl) + 2 p( 2) + + (n—l)p(n—l) Vn > 2. Xác định p(n). (TH&TT T7/244). 


Bài 9: Xét dãy {u n } : 


í u \ = 2 

I Zí„ = 3w„ , + 2ft 3 - 9n 2 +9n-3 Vn > 2. 


. Chứng minh rằng với mỗi số 


nguyên tổ p thì 2009chia hết cho p (TH&TT T6/286). 

/=1 

Bài 10: Dãy số thực {x n } : 


x n + l= 2x n~ l Vn>0. 


Tìm tất cả giá trị của a để x n <0 v« > 0. (TH&TT T10/313) 
Bài 11: Dãy sổ {x n } : x 0 = 1; X 1 = ị và x n+2 = 


2002x„ +1 + 200 lx n + 2000x n+1 .x„ 


\/n > 0. 


Hãy tìm CTTQ của x n (TH&TT T8/298). 

Bài 12: Cho dãy sổ {a n } được xác định như sau {a n } : 


a, = — 
1 2 


ứ. = 


*n—l 


2 na, +1 


Vn > 1. 


Tính tông s = ciị + a 2 + . + a 2010 

Bài 13: Cho dãy số được xác định bởi : a x =1.2.3; a 2 =2.3.4;.; a n =n(n + l)(n + 2). 

Đặt S n =a 1 +a 2 +.... + a n . Chứng minh rằng 45„ +1 là sổ chính phưong . 

( HSG Quốc Gia - 1991 Bảng B) 
Bài 15: Cho hai dãy sổ {a n } và {b n } được xác định như sau : 

a 0 2; 1 

= ; = yl a n + A Vn>0.‘ 

, a n+b n 

Chứng minh rằng các dãy {a n } và {b n } có cùng giới hạn chung khi H -» + 00 . 

Tìm giới hạn chung đó. ( HSG Quốc Gia - 1993 Bảng A ngày thứ 2) 

Bài 16: Cho các sổ nguyên a, b. Xét dãy sổ nguyên {a n } được xác định như sau : 
ịa Q =a; =b; a 2 =2b-a + 2 

K+3 = 3a n +2 - 3fl B+1 +a n Vn > 0. ■ 

a) Tìm CTTỌ của a n 

b) Tìm các số nguyên a, b để a n là số chính phương với Vra > 1998. 

(HSG Quốc Gia - 1998 Bảng B). 
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Bài 17: Cho dãy số (a n ): 3 ., . _ .Tính ỷ — . ( Trung Quốc - 2004). 

3 [( 3_í O(6 + < 2 n _i) = 18 \/n>\. iu t 

a 0 = 1 


Bài 18: Cho dãy sổ (a n ): 


a„ = 


la n -1 + 1 - 36 


Vn>l. 


. Chứng minh rằng : 


a) a n là sổ nguyên dưong với Vn > 0. 

b) a n+l a n -1 là số chính phưong với Vn >0. ( Trung Quốc - 2005). 


Bài 19: Cho dãy số (u n ): \ u ' \ Ul 2 

l“n =4 “ n -l-«n-2 V ^ 3 - 

phương ( Chọn đội tuyển Nghệ An - 2007 ). 

] _ 1 ọ. , _ V 3 

nẤ /h \ “ 1Z ’ /7 1 “ ^ 


,2 1 

> > ^ _I ^ 

. Chứng minh răng " là sô chính 


Bài 20: Cho dãy số (b n ): 


Bài 21: Cho dãy số {u n } được xác định như sau : 


2 . Tính ( Moldova 2007). 

f’»+V,=V í -'/3 Vo >2. 

Uị = 1; u n > 0 Vn > 1 

a / 1 + @-1 “1 
= - 

u„ 


Vn > 2. 


^/7-1 


^ • 1 w 

Chứng minh răng s = M, + u 2 +.+«„ > 1 + 


1- 


. (HSG Quảng Bình 2008 - 2009). 


Bài 22: Cho đa thức P{x) = x 3 -6x+9 và P n (x) = P(P(....(P(x)))...) ( n dấu ngoặc). Tìm số 
nghiệm của P(x) và p n (x) ? ( Dự tuyển Olympic). 

Bài 23: Cho dãy sổ (u n ) được xác định như sau: 


[ u 0 = M, = 1 


\u n+l =14m„-m, ỉ _ 1 Vn > 1. 


Chúng minh rằng với \/n > 0 thì 2 u n -1 là một số chính phương. 

( Chọn đội tuyển Romania 2002) 


Trên đây là một phân nhỏ kiến thức về bài toán xác định công thức tổng quát của một dãy 
so mà tôi đã lĩnh hội được và được xin trình bày cho các bạn tham khảo. Mong nhân được 
những ỷ kiến đánh giá chân thật từ mọi người. Xin chân thành cảm 07 ĩ! 
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